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Geradlinige Zeichnungen

Kanonische Ordnungen + Shift-Algorithmus

Erweiterungen durch Ohrendekompositionen

Mondshein-Sequenz + Anwendungen



1 3 —

4.

1 3

planare Einbettung geradlinige Zeichnung



Wie kann man eine
planare Einbettung 9

zeichnen?
A 3 —

4.

1 3

planare Einbettung geradlinige Zeichnung



eraaiinige ceicnnungen

Wie kann man eine
planare Einbettung 9

zeichnen?
o 9 >
4)

1 3

planare Einbettung geradlinige Zeichnung

Thm [Steinitz & Rademacher '34, Wagner '36, Fary '48, Stein '51]:
Jeder planare Graph hat eine geradlinige Zeichnung.



Geradlinige Zeichnungen

Wie kann man eine
planare Einbettung 9

zeichnen?
A 3 —
4,

1 3

planare Einbettung geradlinige Zeichnung

Thm [Steinitz & Rademacher '34, Wagner '36, Fary '48, Stein '51]:
Jeder planare Graph hat eine geradlinige Zeichnung.

* Aber: Flache der Zeichnung in Beweisen ist nicht polynomiell durch n
beschrankt!



Geradlinige Zeichnungen

Wie kann man eine
planare Einbettung 9

zeichnen?
A 3 —
4,

1 3

planare Einbettung geradlinige Zeichnung

Thm [Steinitz & Rademacher '34, Wagner '36, Fary '48, Stein '51]:
Jeder planare Graph hat eine geradlinige Zeichnung.

e Aber: Flache der Zeichnung in Beweisen ist nicht polynomiell durch n
beschrankt!

* Aber: Beweise liefern kein effizientes Verfahren, um Zeichnung zu finden
(geometrische Argumente - high precision arithmetic).
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Thm [Schnyder '90]: Jeder planare Graph hat eine geradlinige Zeichnung auf einem
(n-2)x(n-2)-Gitter.



Geradlinige Zeichnungen

Thm [de Fraysseix, Pach, Pollack '88]: Jeder planare Graph hat eine geradlinige
Zeichnung auf einem (2n-4)x(n-2)-Gitter. Effizient! &hier

Thm [Schnyder '90]: Jeder planare Graph hat eine geradlinige Zeichnung auf einem
(n-2)x(n-2)-Gitter.

Thm [Brandenburg '08]: Jeder planare Graph hat eine geradlinige Zeichnung auf
einem (4n/3)x(2n/3)-Gitter.
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Triangulation = planare Einbettung, in der jede innere Flache ein Dreieck ist

z.B. maximal planar wenn nicht maximal planar:
fige Kanten in Flachen ein

Annahme: G=(V,E) maximal planar mit auBeren Knoten 1,2,n.
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Existenz

Lemma: G hat eine kanonische Ordnung.
» Notwendig: i nicht inzident zu einer Sehne der AuBenflache von G,

* Hinreichend:
o Jeder 1-Separator von G, , ist Teil eines 2-Separators von G..

« Da G, Triangulation, muss 2-Separator auf AuBenfldche von G;sein.
* Dann existiert Sehne zwischen den beiden Separator-Knoten.
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é zum 2-Zusammenhang



Existenz

Lemma: G hat eine kanonische Ordnung.
» Notwendig: i nicht inzident zu einer Sehne der AuBenflache von G,

* Hinreichend:
o Jeder 1-Separator von G, , ist Teil eines 2-Separators von G..

« Da G, Triangulation, muss 2-Separator auf AuBenfldche von G;sein.

* Dann existiert Sehne zwischen den beiden Separator-Knoten.
e Existiert ein Knoten i ¢ {1,2}, der nicht zu einer Sehne inzident ist?

Sehne (i,j) der AulBenflache: 2-Separator 1-Separator j
é zum 2-Zusammenhang



Existenz

Lemma: G hat eine kanonische Ordnung.
» Notwendig: i nicht inzident zu einer Sehne der AuBenflache von G,

* Hinreichend:
o Jeder 1-Separator von G, , ist Teil eines 2-Separators von G..

« Da G, Triangulation, muss 2-Separator auf AuBenfldche von G;sein.

* Dann existiert Sehne zwischen den beiden Separator-Knoten.
e Existiert ein Knoten i ¢ {1,2}, der nicht zu einer Sehne inzident ist?

,minimale” Sehnen Uberdecken solche Knoten!
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Halt! Wie weit wird Knoten 3 verschoben?
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Lower Set L(i)

Antwort: Verschiebe L(v) wie v.
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S
Shift-Algorithmus

Lower Set L(i)

Lower Sets L(v) in G,

Antwort: Verschiebe L(v) wie v.

Korrektheit:
» Lower Sets von ]x,y[ bilden Wald in G, ;

e Per Induktion kénnen die Knoten der Lower Sets von
* ]x,y[ um 1 nach rechts verschoben werden
* [y,n] um 2 nach rechts verschoben werden

* i wird an Schnittpunkt der Geraden an x und y mit Steigung 1 und -1 gesetzt
— iverursacht keine Kantenkreuzung
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Wegen Steigung +1 und -1 an
Kanten (1,n) und (2,n)
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Wegen Steigung +1 und -1 an

Kanten (1,n) und (2,n)
b
n

2)—
(2n-4,0)

Jeweils um +2 verschoben
(auRer bei Knoten 1 und 2)

(2n-4)x(n-2)-Gitter
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Erweiterung auf 3-Zusammenhang

Maximal planare Graphen sind 3-zusammenhangend.

Sei G planar 3-zusammenhangend mit Pfad t-r-u auf der AuBenflache.
e Nachbarnvoniin G, ; missen nicht mehr konsekutiv sein!

e Flge statt Knoten Pfade hinzu - Ohrendekomposition!

Eine kanonische Ordnung durch tr und nach u ist eine Ohrendekomposition D fir die

/V

gilt: Bedingung fiir Kante (1,2
a suns (1,2) 2-Zusammenhang

. rteC1

* uist alleiniger innerer Knoten des letzten langen Ohres C(u) und ru ¢ C(u)
o Dist nicht-separierend  (d.h. G-V(C,U...UC_ ) ist zusammenhangend Vi)

existiert genau fir
3-zshng. Graphen
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... und nicht-planare Graphen!

Eine kanonische Ordnung durch tr und nach u ist eine Ohrendekomposition D fir die
gilt:
o rteC

 uist alleiniger innerer Knoten des letzten langen Ohres C(u) und ru ¢ C(u)
* D ist nicht-separierend




... und nicht-planare Graphen!

Eine kanonische Ordnung durch tr und nach u ist eine Ohrendekomposition D fir die
gilt:
o rteC

 uist alleiniger innerer Knoten des letzten langen Ohres C(u) und ru ¢ C(u)
* D ist nicht-separierend

[S. 2014] Kanonische Ordnungen sind nicht-separierende Ohrenzerlegungen.
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1989 Itai, Zehavi

Mondshein-Sequenz = 2-1-Sequenz = nicht-separierende Ohrendekomposition
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/ PhD-Thesis am MIT (insgesamt 1mal referenziert)
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1988 Cheriyan, Maheshwari 3-zshng. O(nm)
3-zshng. nur Existenz
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Historie
Planar
1988 de Fraysseix, Pach, Pollack Maximal Planar O(n log n)
1990 Chrobak, Payne Maximal Planar O(n)
1990 Kant 3-zshng. O(n)

/ PhD-Thesis am MIT (insgesamt 1mal referenziert)

General
1971 Mondshein 3-zshng. O(m?)
1988 Cheriyan, Maheshwari 3-zshng. O(nm)
1989 lItai, Zehavi 3-zshng. nur Existenz
2014 S. 3-zshng. O(m)

Mondshein-Sequenz = 2-1-Sequenz = nicht-separierende Ohrendekomposition
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Anwendung 1: Planaritatstest (in Linearzeit)

Sei die AuBenflache links der Kante (r,u).
Wenn G planar ist,
e ist C, Flache nach Satz von Tutte.
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Anwendung 1: Planaritatstest (in Linearzeit)

Sei die AuBenflache links der Kante (r,u).
Wenn G planar ist,
e ist C, Flache nach Satz von Tutte.

* hat G eine eindeutige planare Einbettung nach Satz von Whitney.
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Anwendung 1: Planaritatstest (in Linearzeit)

e Alle inneren Knoten des nachsten Ohres miissen in die AuRenflache!
(sonst erzeugt die Nicht-Separiertheit von D eine Kreuzung)
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Anwendungen

Anwendung 1: Planaritatstest (in Linearzeit)

e Alle inneren Knoten des nachsten Ohres mussen in die Aulienflache!
(sonst erzeugt die Nicht-Separiertheit von D eine Kreuzung)
* Nachbarn des Ohres missen also konsekutiv auf Aulienflache liegen.



Anwendungen

Anwendung 1: Planaritatstest (in Linearzeit)

e Alle inneren Knoten des nachsten Ohres mussen in die Aulienflache!
(sonst erzeugt die Nicht-Separiertheit von D eine Kreuzung)
* Nachbarn des Ohres missen also konsekutiv auf Aulienflache liegen.



e
Anwendungen

Anwendung 1: Planaritatstest (in Linearzeit)

e Alle inneren Knoten des nachsten Ohres mussen in die Aulienflache!
(sonst erzeugt die Nicht-Separiertheit von D eine Kreuzung)

* Nachbarn des Ohres missen also konsekutiv auf Aulienflache liegen.

* Wenn nicht, kann ein Kuratowski-Teilgraph extrahiert werden.
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Anwendung 2: Unabhangige Spannbaume

[Vermutung von Itai und Rodeh '89]
Enthalt jeder k-zusammenhangende Graph k unabhangige Spannbaume?
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Anwendung 2: Unabhangige Spannbaume

[Vermutung von Itai und Rodeh '89]
Enthalt jeder k-zusammenhangende Graph k unabhangige Spannbaume?

Historie:

k=1: Spannbaum O(m)
k=2: [ltai, Rodeh '84] st-Numbering O(m)
k=3:[S. '13] Mondshein-Sequenz O(m)
k=4: [Curran, Lee, Yu '06] o(m?)

k>4: [OFFEN] sogar Existenz...




3 unabhangige Spannbaume:
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3 unabhangige Spannbaume:
e Nehme r als Wurzel
* Betrachte den Graph nachdem Knoten x hinzugefligt wurde.




Anwendungen

3 unabhangige Spannbaume:
e Nehme r als Wurzel

* Betrachte den Graph nachdem Knoten x hinzugefligt wurde.

* Ohrenzerlegung ergibt 2 unabhangige Pfade von x nach r

* Nicht-Separiertheit ergibt 1 weiteren Pfad von x nach r (jedes x ist zu den
verbleibenden Knoten benachbart)

e Konsistente st-Numerierung ergibt 3 unabhangige Spannbaume
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3 unabhangige Spannbaume:
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